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1 Anotacia

Bolo zavedené a preskimané novy matematicky pojem, ako je subfaktoridl na mocninu k (Elalej
len '¥n). Pocas vyskumu bol odvodeny vzorec na vypoéet tejto hodnoty pre fixné sekvencie a
odhadnutd horna hranica celkovej hodnoty, boli uvedené odhady pre k a predstaveny algoritmus
na zostavenie neusporiadanych permutacii pre viaceré sekvencie.

Vyskum skiima a rozvija oblast kombinatorickych tiloh o neusporiadanych permutéciach. Bolo
nédjdené praktické vyuzitie na rieSenie matematickych problémov, vratane tych, ktoré sa pouzivajui
na matematickych vyskumnych siitaziach, a zdroveii bolo navrhnuté praktické uplatnenie, ktoré
moze podporit rozvoj oblasti kryptografie.

2  Uvod

Pocas vyskumu bude pouzity vzorec inklizif a exkliizii, ako aj vzorec pre pocet neusporiadanych
permutdcii pre n ¢isel (alebo In). Podrobnosti o nich ndjdete v odkazoch na zdroje.

Definicia:

kn - pocet moznosti zostavit k permutdcii z n &isel tak, aby boli navzdjom neusporiadané

a zaroven neusporiadané vzhladom na pdvodne fixovani permutéciu p;.
Poznamka:
V skutoc¢nosti by formédlnejsia a intuitivnejsia definicia bola nasledovna:

Ikn! - pocet moznosti zostavit k+1 permutdcii z n &isel tak, aby boli navzdjom neusporia-

dané

Avsak aby klasicky subfaktoridl bol Specidlnym pripadom pre k£ = 1, bolo zvolené také de-
finovanie, kde jedna zo sekvencif je fixovand (teda hladdme pocet moznosti usporiadat prvky
k permutdcii bez zmeny poradia prvkov prvej permutdcie). To vSak nespdsobuje problémy,
pretoZe vzorec na vypocet podla tejto pozndmky moZzeme odvodit nasledovne:

n!x!*n’ (pretoze zdroveii zvazujeme vietky moZné permutdcie prvej sekvencie).

Odporiicanie:

V situdcii, ked ste zabudli nejaki definiciu alebo si ju chcete podrobnejsie prestudovat na
priklade, moZete sa obrétit na bod 8, kde sti uvedené a rozobraté vietky definicie.

3 Obmedzenia pre k

Formélnejsie mo7no tento bod chépat ako: hodnoty k, pri ktorych *n > 0. Na zodpovedanie
tejto otdazky zavedieme 2 vety.

Veta 1

Tvrdenie: *n = 0 pre k > n.
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Dokaz: Mame n pozicii pre &sla. Ak existuje k 4+ 1 (k > n) permutdcia, potom podla Di-
richletovho principu nejaké ¢islo a bude umiestnené na jednej pozicii aspon v 2 permutécidch,
nech je to p; a p;. Ale vtedy p; nie je neusporiadanim pre p;, o je v rozpore s definiciou.
Veta 2

Tvrdenie: *n > 0 pre 0 < k < n.

Dokaz: Vsimnime si, Ze postupnost ziskans cyklickym posunom doprava o h povodnej po-

Tym mozeme ziskat k navzdjom neusporiadanych permutdcii cyklickym posunom poévodnej
postupnosti doprava o 1,2, ..., k.

4 Specidlny pripad postupnosti
Zvézme pripad k=2 an =4.

Dq - jedna z permutdcii.

P1 D2 D3
1234 | 2143 | 3421, 3412, 4321, 4312

1234 | 2341 | 3423, 4123

1234 | 2413 | 3142, 4321

1234 | 3412 | 2143, 2341, 4123, 4321

1234 | 3421 | 2143, 4312

1234 | 3142 | 2413, 4321

1234 | 4312 | 2143, 3421

1234 | 4321 | 2413, 2143 3412, 3142

1234 | 4123 | 2341, 3412
postupnosti zavisi po¢et moznosti na zostavenie aktudlnej. Napriklad pripady 1 a 2, kde v pr-
vom pripade si 4 moZnosti na zostavenie ps, zatial ¢o v druhom pripade si iba 2 moZnosti.
Tento dosledok je zaujimavy a vytvéra ciel pochopif, pri akej zévislosti medzi permutdciami
bude mozné zostavit uréity pocet neusporiadanych permutacii.

Pri zvazovani tohto prikladu méZeme vidiet, Ze od predchddzajicick

5 Dovod dynamického po¢tu permutécii a rieSitelnost

Pozrime sa bliZsie na to, Ze pre permutdcie 1234 a 2143 existujui 4 moznosti na zostavenie dalsej,
zatial ¢o pre 1234 a 2341 len 2.

Je zrejmé, Ze na vyber permutécie staéi vybrat poziciu pre kazdy prvok, ktorych celkovy pocet
(na dodrzanie vlastnosti neusporiadani) je n — k. Pre kazdy prvok a jeho poziciu zapisme do
tabulky hodnotu 1, ak méze byt tento prvok umiestneny na tito poziciu, inak 0. Dostaneme
tabulky 1,2

Potom pocet sposobov, ako vybrat nasledujicu permutéciu, je rovny poétu spoésobov, ako
zvolit n jednotiek tak, aby v kazdom riadku a v kazdom stlpci bola vybrand presne jedna jed-
notka (v prvom pripade 4 moznosti, v druhom 2). To je moZné vypoéitat napriklad pomocou
dynamického programovania za O(n?). Tento pristup viak neumoziiuje odvodit vieobecny vzo-
rec (iba za exponencidlny ¢as). Preto sa dalej budeme zaoberal odvodenim vzorca pre fixné
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Elements | pos 1 | pos 2 | pos 3 | pos 4
1 0 0 1 1
2 0 0 1 1
3 1 1 0 0
4 1 1 0 0

Tabulka 1: p; = 1234, p, = 2143

Elements | pos 1 | pos 2 | pos 3 | pos 4
1 0 1 1 0
2 0 0 1 1
3 1 0 0 1
4 1 1 0 0

Tabulka 2: p; = 1234, p, = 2341

postupnosti s cielom jeho dalsieho zovSeobecnenia na vSeobecny vzorec.

6 Odvodenie vzorca pre fixné postupnosti

V tomto bode budeme hladat pocet moznosti, ako zostavit jednu permutdciu z n &isel, ak
mame k dalsich permutécii, ktoré si navzajom neusporiadané, tak, aby bola neusporiadanim
pre vsetky z nich.

Inymi slovami, fixujeme k postupnosti.

6.1 Myslenka odvodenia vzorca pre fixné postupnosti

Zistime, kolko je mozné zostavit neusporiadani pre k fixnych permutdcii, ktoré si navzajom
neusporiadané, pomocou vzorca inklizif a exklizii. Pocet bude:

nl—ayx(n—1D+az*(n—2)L..+(=1)"*(n—mn)!
kde a; je pocet spdsobov, ako vybrat i ¢isel a umiestnit ich na vietky mozné pozicie tak,
ze ak umiestnime ¢islo x na poziciu j, potom v niektorej z predchddzajicich postupnosti x uz

stoji na pozicii j. Pri tom pre akékolvek 2 ¢isla nemoéze byt vybrang jedna pozicia.

Najprv predpokladéme, 7e a; = C xk*, pretoze vyberame i &isel a pre kazdé vyberame Tubovolni
z k pozicii. Tento vzorec véak mozeme lahko vyvrétif. Na to zvdzme priklad:

k= 2,pl = 1,2,3,p2 = 3,1,2. Zvazme dvojicu 1 a 2. Kedze pocitame vietky moznosti,
zahrnieme aj pripady, ked 2 je na pozicii 2 a 1 je tiez na pozicii 2, aviak nemoZeme umiestnit
2 ¢isla na jednu poziciu. Preto musime odvodit vzorec na vypocet a;. Zaéneme s i = 2.

6.2 Odvodenie vzorca pre as

Definicia

i-prienik pre mnozinu B je i ¢isel z mnoziny B, ktoré sa nachddzaji na rovnakej pozicii vo
svojej permutécii.
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h; je pocet vSetkych i-prienikov pre vybrani mnozinu. Zvazme priklad:

n=4k=3p = 1,2,3,4,ps = 2,1,4,3,p3 = 3,4,1,2. Potom pre trojicu ¢isel 1,2,3 bude
2-prienikom napriklad 1 na pozicii 3 a 3 na pozicii 3. 3-prienikom bude 1,2,3 na pozicii 1.
hy = 6 (1,2 na prvej pozicii; 1,3 na prvej pozicii; 2,3 na prvej pozicii; 1,2 na druhej pozicii; 1,3
na tretej pozicii; 2,3 na Stvrtej pozicii), a hg = 1.

Vsimnime si, Ze pre kazdé ¢islo existuje k pozicii. Potom pre kaZdu dvojicu ¢isel bude k2
moznosti vyberu pozicii. Ak vSak pre tito dvojicu existuje 2-prienik, tieto pozicie nemozeme
vybrat, pretoze by potom dve &isla stali na jednej pozicii. Preto pre kazdid dvojicu ¢isel musime
odpotitat pocet 2-prienikov. Vzorec pre Iubovolni dvojicu bude k2 — ho

Mozeme ndjst siet hy pre vietky mozné dvojice &isel, pretoze akékolvek 2 rozne &isla, ktoré sa
nachdadzaji v jednom stlpci (oznaéme ich x a y), budi 2-prienikom pre mnozinu z,y. A kedze
podla definicie si akékolvek 2 ¢isla v stlpei rozne, pocet 2-prienikov pre Iubovolni mnozinu
bude n * C3.

Teda:

ag =C2xk* —nxC}

6.3 Odvodenie vzorca pre ag

Vsimnime si, Ze ak pre nejakd mnozinu plati he = 0, bude existovat &3 sposobov, ako zvolit
pozicie pre ¢isla tejto trojice. Zvazme, ako sa pocet spdésobov meni so zvysujicou sa hodnotou
hs. Uvedme to na priklade: Nech mame mnozinu 1, 2, 3. Pre 2-prienik ¢isel 1 a 2 bude k sposobov,
ako umiestnif ¢islo 3. To znamend, Ze za kazdy 2-prienik musime odpoéitat k moznosti. Avsak
mozZe nastat pripad, ked existuje 3-prienik. V takom pripade spo¢itame moznost, Ze vietky 3
¢isla stoja na pozicii 3-prieniku C2-krat, ked by sme ich mali spoéitaf len raz. Preto musime za
kazdy 3-prienik pripo¢itat C2 — 1. Teraz vypocitajme sticet hy a hs. Pre hy moZeme na zaciatku
zvolit CZ%n moznosti 2-prienikov. A pre kazdi takito moznost bude C2~3 moznosti zvolif tretie
¢islo pre mnozinu obsahujicu tento 2-prienik. Pre 3-prieniky bude existovat C} * n moZnosti
3-prienikov. Tym ziskame kone¢ény vzorec:

a3 =C3% k3 —kxnxCtxC> 24+ n*CY x (C2 - 1)

6.4 Odvodenie vzorca pre ay

Zéakladné vzorce a dosledky boli rozpracované v predchddzajicich dvoch bodoch, preto sa tu
budeme zaoberat iba $pecifikami, ktoré s vlastné pre a; pri i > 4.

Najprv zvazme, ako vysledok ovplyviiuje 4-prieniky. Vsimnime si, ze ked budeme k vysledku
priddvat moznosti spo¢itané viackrat za kazdé 3-prieniky (teda moznosti, ked 3 ¢isla z mnoZiny
stoja na jednej pozicii), spo¢itame moznost, ked 4 ¢isla stoja na jednej pozicii, C3-krédt (za
kaZdé 3-prieniky), hoci tdto moznost by mala byt spocitans iba raz. Znamend to, Ze za kazdy
4-prienik musfme od vysledku odpocitat C3 — 1.

Teraz si véimnime, Ze existuje dalsi faktor, ktory ovplyviiuje vysledok: Ak mame 2 rozne 2-
prieniky, ktorych zjednotenie prvkov je podmnoZinou danej mnoziny, moznost zvolit prvky
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tychto 2-prienikov na tychto poziciach bude spoc¢itana dvakrat namiesto raz.

Pre nazornost zvazme dva priklady z nami prestudovaného Specidlneho pripadu.

P1 D2 D3
1234 | 2143 | 3421, 3412, 4321, 4312
1234 | 2341 | 3423, 4123

Zvazme prvy pripad: Vezmime mnozinu 1,2,3,4. Potom moznost, Ze 1 je na pozicii 1, 2 na
pozicii 1, 3 na pozicii 3, a 4 na pozicii 3, bude spo¢itand 2-krat (za 2-prienik na pozicii 1 a za
2-prienik na pozicii 3), hoci by mala byt spocitand iba raz. Okrem tohto pripadu existuji aj
takéto moznosti:

1,2 na pozicii 1; 3,4 na pozicii 4

1,2 na pozicii 2; 3,4 na pozicii 3
1,2 na pozicii 2; 3,4 na pozicii 4

To znamend, Ze od vysledku bude potrebné odpocitat este 4.

Zvazme druhy pripad: Tu bude 2 moZnosti zvolit také 2-prieniky:

1,2 na pozicii 1; 3,4 na pozicii 3

2,3 na pozicii 2; 1,4 na pozicii 4

To znamend, Ze od vysledku bude potrebné odpoéitat este 2.

Tymto sme odpovedali na otazku polozent pocas rozboru Specidlnych pripadov: Poc¢et moznosti
na zostavenie aktudlnej postupnosti bude zavisiet od po¢tu sposobov, ako zvolit takéto 2-
prieniky.

Oznacme také pozicie pre dani mnozinu, kde existuje aspon i stlpcov, v ktorych si zvolené
aspon 2 pozicie, ako ;.

Ozna¢me num(t;) ako pocet vSetkych moznych ;.
Potom moézeme odvodif vzorec pre ay:

ay=CHx b — B2 an*x O3 Clo4+nxkxCPxCl 3% (02 — 1) —n* Ol % (C3 — 1) + numl(ty)

6.5 Pouzitie num(t;) pre vSeobecny vzorec fixnych postupnosti

Na zaciatok si vSimnime, ze kazdé ¢, bude spocitané a odpoc¢itané od vysledku presne x-krat
(za kazdy stlpec), namiesto jedného razu. Ak teda pripocitame k vysledku num(t;) pre kazdé
2 <1 < z, spocitame t, presne x-1-krat. Tym dosiahneme, Ze bude odpocitané od vysledku
iba raz, ¢o je pozadované. Aby sme teda ziskali koneény vzorec, musime k vysledku pripo¢itat

2 s (num(ty)).
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6.6 Odvodenie vSseobecného vzorca pre fixné postupnosti

Najprv odvodime vzorec pre a;:
Zvézme a zovseobecnime vsetky tidaje, ktoré boli ziskané v bodoch pre as, asz, as:

o Ak h2 :0, CLIL:C;ICZ

e Zakazdé 2-prieniky odpocitame od vysledku k=2 (pocet sposobov, ako rozmiestnif ostatné
¢isla, pricom tieto 2 su fixované).

e Celkovo bude C,in prienikov (C’,JC v jednom stipci, za kazdy z n stipcov).
e Kazdy j-prienik bude spoc¢itany C’;__j;—krét (pocet sposobov vyberu zostavajicich prvkov).

e Pre kazdy j-prienik, ktory je obsiahnuty v (j 4+ 1)-prieniku (j + 1 < k), vSetky mozZnosti
vyberu pozicii prvkov mnoziny obsahujicej tento (j + 1)-prienik budd spocitané C]j -
krét namiesto raz. Celkovy pocet vyberov pozicii obsahujucich tento (j + 1)-prienik bude
k~U+D | Vsimnime si, Ze najprv priddvame nadbyto¢ne spoéitané moznosti a potom ich
vyli¢ime. To znamend, Ze mozeme pouzit vzorec inklizii a exklizii.

e Kazdd mnozina pozicif t; bude spoc¢itand za kazdy z i stlpcov, v ktorych sa nachadzaji
aspon 2 pozicie. To znamend, Ze takdto mnozina bude spoc¢itand i-krat.

So zohladnenim vsetkych prejednanych bodov ziskame:

@i = Cha ki 4 Y0 (—1)F s O x O x k) # (O3 = 1) — Y0, num(ty))
Dosadime ziskané hodnoty do vzorca.
nl—a;x(n—1)+ayx(n—2)L.+(=1)"x(n—n)!

A ziskame vzorec pre pevné postupnosti.

n!—k*n!—i—Z?:z(—l)i*(C’;*k:"—l—z;-ﬂ((—l)j*l*n*C’,z*Cf;_@*ki_j*(C;*l—1)— I (num(ty)))
(n —1)!)

7 (Odvodenie vSeobecného vzorca

7.1 Myslenka odvodenia vSeobecného vzorca

Na odvodenie vieobecného vzorca budeme rekurzivne urcovat pocet sposobov, ako zostavit
[ sekvencii, a potom pomocou nami odvodeného vzorca uréime pocet sposobov, ako zostavit
sekvenciu pre vSetky mozné varianty zostavenia predchddzajicich [ sekvencii. Avsak vypocet
num(t;) pre vietky sady tychto [ sekvencii sposobuje prilis velké komplikacie. Z tohto dévodu
toto hodnotenie vyjmeme zo sictu a analyzujeme jeho spravanie za predpokladu, Ze zvazujeme
vSetky mozné varianty predchddzajicich [ permutédcii. Ziskame:

Jj=2

[Tici(nd = kosend + 300, ((1) % O+ k) % (0 — D)L+ 300, (0o (— 17w nx O % G5 »
Li—i 4 (C;—l — 1)) x(n—1)! — (2222(2;;:2(035’ * CV % C2 % k™2 5 (m — 2b) x k1)) * (n —1)!)
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7.2 Myslenka vypoctu vzorca pre num(t;)

V skutoénosti ndm stadi vyjadrit sicet num(t;) pre vietky mozné permutdcie predchadzajicich
sekvencii. Potom mozeme uvazovat o akejkolvek konfigurdcii pozicii pre mnozinu ¢isel tak, aby
neboli porusené podmienky neusporiadanosti. Pretoze na to, aby takato konfigurédcia bola t;,
je potrebné, aby existovalo aspori i stipcov, v ktorych su aspoti 2 &isla z mnoziny, tieto ¢isla
najprv vyberieme a potom ndjdeme pocet moznosti, ako zvolit stipce pre ostatné ¢isla. Na
zaliatku je preto potrebné vybrat 2 x i Gisel a rozmiestnif ich na mozné pozicie tak, aby bolo i
2-prieseénikov, a nésledne rozmiestnit vietky ostatné éisla z mnoziny.

7.3 Problém takéhoto vypoctu:

Zlozitost spotiva v tom, Ze nemodzeme umiestnit do jedného stipca viac ako k &isel, a preto
hodnota si¢tu num(t;) nebude tplne presnd. Na opravu tohto problému je potrebné zaviest
obmedzenia na rozdelenie ¢isel. TieZ je potrebné ndjst vietky mozné umiestnenia ¢isel v stipei,
avSak nevieme, kolko pozicii bude vybranych v kazdom stlpci. Toto je mozné urobif pomocou
rekurentného vzorea, ale vypodet by bol prilis komplikovany. V stucasnosti hladdme iné sposoby
rieSenia tohto problému. Avsak, kedZe v takomto pripade pocet moznosti presahuje odpoved,
skuto¢ny vzorec v bode 8.1 predstavuje pomerne presni horni hranicu.

8 Definicii a priklady

8.1 a;

a; — pocet sposobov, ako vybrat i ¢isel a rozmiestnit ich na vSetky mozné pozicie tak, ze ak
¢islo x umiestnime na poziciu j, potom v niektorej z predchadzajicich sekvencii uz ¢islo x bolo
na pozicii j. Zaroven pre lubovolné 2 ¢isla neméze byt vybrand ta istd pozicia.

Priklad:

Ukézeme, ktoré mnoziny pozicii budi zapoc¢itané v a;, a ktoré nebudi. Uvedme priklad: p; =

1,2,3,4, po = 4,1,2,3. Teraz zvazme mnozinu ¢isel 1,2,4, pre ktord budid v as zapocitané
nasledujice varianty:

1234 1234 1234 1234
4123 4123 4123 4123

To znamend, Ze pre tieto 3 &isla budi 4 moznosti, ako vybrat takéto pozicie. Na druhej strane,
nasledujici variant nebude zapocitany:

11234
4112 3
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pretoze v tomto pripade majui ¢isla 1 a 4 vybrant tu istd poziciu, ¢o je v rozpore s definiciou.
Tym padom a3 bude po¢tom sposobov, ako vybrat takéto pozicie pre kazdu trojicu ¢isel.

8.2 i-priese¢niky a h;

i-priesec¢nik pre mnozinu B je i ¢isel z mnoziny B, ktoré sa nachdadzaji na tej istej pozicii vo
svojej permutacii.

h; — pocet vSetkych i-priese¢nikov pre vybrani mnozinu.

Priklad:

Rozoberme permutdcie p; = 1,2,3,4,5, po = 4,1,2,5,3, p3 = 3,5,1,2,4. ZvaZzme mnozinu
1,2,4 a ndjdime pre nu vsetky 2-priesecniky:

12345
41253
35174

Tu st ¢islami oznacenymi rovnakou farbou zndzornené prvky, ktoré patria do jedného 2-
priese¢nika. Pre tito mnozinu je teda hy = 4.

8.3 t; a num(t;)

t;(B) — pozicie pre dani mnozinu B, také, Ze existuje aspoii i stipcov, v ktorych sa nachadzaju
aspon 2 prvky z B.

num(t;) — pocet t; pre vSetky mnoziny.

Priklad:

Zvézme permutacie p; = 1,2,3,4,5, po = 2,3,1,5,4, p3 = 3,4,5,1,2. Vezmime mnozinu ¢isel
1,2,3,4,5, nizsie si uvedené niektoré t, pre tito mnozinu:

12345 12345 12345
23154 23154 23154
34512 34512 34512
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12345 12345 12345
23154 23154 23154
34512 34512 34512

12345 12345 12345
23154 23154 23154
34512 34512 34512

9 Vytvaranie takychto permutacii

V prilohach je uvedeny koéd, ktory pre dané hodnoty &, n a k— 1 parovych neusporiadanosti ge-
neruje vSetky mozné neusporiadanosti v exponencidlnom case. Tento kéd bol pouzity napriklad
v bode 4, ako aj na validdciu niektorych vysledkov v bode 6. Je zrejmé, Ze je pouzitelny iba
pre malé hodnoty.

Zdrojovy kéd programu napisaného v jazyku C+-+ sa nachddza v prilohédch.

10 PouzZitie na rieSenie uloh

Zvézme priklad z bodu 5 iloh TYM 2021.

Zadanie:

B) Kolkymi sposobmi je mozné natriet dosku velkosti n x n v n farbach tak, aby v kazdom
riadku a kazdom stlpci bola presne jedna bunka kazdej farby?

Nie je fazké si v&imnit, Ze toto ¢islo bude rovné "n * n!, ¢o mozno vypoéitat pomocou vzorcov
pre hodnotu subfaktoridlu umocneného na dany stupeii.

11 Praktické vyuzitie

Dalsi vyskum moze priniest vela uzitotnych aplikdcii v kryptografii. Zvazme napriklad, aké

vysledky by mohol priniest pri desifrovani ifrovacieho stroja , Enigma‘. (Daléie uvahy vychddzajui
z principu fungovania Enigmy, s ktorym sa mozete podrobnejsie oboznamit v tomto élanku:

https://www.cryptomuseum.com/crypto/enigma/working.htm).

Mechanizmus fungovania bol zaloZeny na tom, Ze pri kazdej iterdcii presla pismena do iného,

v zavislosti od polohy rotora. Pozoruhodnou vlastnostou vsak bolo, Ze pismeno nikdy nemohlo

zostat rovnaké ani po lubovolnom poéte iteracii. Napriklad:
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Z toho, ze pismeno sa nikdy nevracia samo na seba, vyplyva, Ze slova v kazdej iterdcii sd
pérové neusporiadanosti. To znamend, Ze tento vyskum moze byt pouzity napriklad na odhad
poctu sifier alebo na vyber najpravdepodobnejsej postupnosti (na zéklade vzorcov pre fixované
postupnosti).

12 Prilohy

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

signed main(){
int k,n;
cin>>k>>n;
vector<vector<int> > permutations(k,vector<int> (n));
for(int i=0;i<k-1;i++){
for(int j=0;j<n;j++)
cin>>permutations[i] [j];
+
for(int i=0;i<n;i++)
permutations[k-1] [i] = i+1;

do{
bool valid = true;
for(int j=0;j<n;j++){
for(int i=0;i<k-1;i++)
if (permutations[i] [j]==permutations[k-1] [j1){
valid = false;
break;
+
if (!valid)
break;
}
if(valid){
for(int i=0;i<n;i++){
cout<<permutations[k-1] [i]<<" ";
}

cout<<endl;
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twhile(next_permutation(permutations[k-1].begin() ,permutations[k-1].end()));

13 Zdroje

https://en.wikipedia.org/wiki/Derangement
https://www.cryptomuseum.com/crypto/enigma/working.htm

https://www.statisticshowto.com/subfactorial/
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